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Resumen. En este art´ıculo se propone la combinacio´n de aproximaciones por mı´nimos
cuadrados mo´viles y esquemas upwind de volu´menes finitos, aplicados a problemas de flujo
compresible en mallas no estructuradas. La construccio´n de me´todos de alto orden de este
tipo ha estado limitada por la necesidad de disponer de te´cnicas que permitan estimar
las derivadas sucesivas de las variables de flujo a partir de sus valores promedio en las
celdas. La utilizacio´n de MLS permite disponer de un marco de aproximacio´n general, as´ı
como desarrollar reconstrucciones de muy alto orden sin aumentar el nu´mero de grados
de libertad del problema.
1 INTRODUCCIO´N
La actividad investigadora dedicada al desarrollo de te´cnicas nume´ricas aplicadas a la
simulacio´n de flujos a alta velocidad ha sido muy intensa durante las u´ltimas de´cadas,
impulsada principalmente por la gran pujanza de la industria aeroespacial. Los avances
en la tecnolog´ıa de computadores y la disponibilidad de poderosas te´cnicas de generacio´n
de mallas no estructuradas y algoritmos de adaptatividad de mallas ha impulsado la
dina´mica de fluidos computacional como herramienta de gran importancia en la pra´ctica
diaria en ingenier´ıa.
Los esquemas ma´s exitosos para resolver ecuaciones hiperbo´licas son aquellos que tienen
en cuenta de algu´n modo la estructura de ondas subyacente. T´ıpicamente, las discretiza-
ciones que plantean no tienen cara´cter centrado, sino que incluyen alguna forma de “des-
centrado” en funcio´n de la direccio´n de propagacio´n de la informacio´n en el flujo. Los
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me´todos resultantes reciben el nombre gene´rico de esquemas “upwind”. Dentro del con-
texto de los me´todos de volu´menes finitos, las discretizaciones de este tipo presentan,
desde el punto de vista espacial, dos elementos ba´sicos: a) la solucio´n es continua a tro-
zos, siendo discontinua en la interfaz entre volu´menes de control, y b) es necesario definir
un flujo nume´rico a trave´s del contorno del volumen de control.
Los me´todos upwind modernos de volu´menes finitos, que emplean, generaliza´ndolas,
las ideas del me´todo de Godunov [1, 2, 3], destacan por ser esquemas altamente robustos
y precisos en el tratamiento de flujos a alta velocidad. Probablemente el principal desaf´ıo
en el desarrollo de me´todos upwind capaces de trabajar con mallas no estructuradas es el
deseo (y la necesidad) de conseguir me´todos de alto orden con un marcado cara´cter multi-
dimensional, absolutamente necesario para obtener soluciones suficientemente precisas en
mallas altamente irregulares. Los primeros me´todos de alto orden (segundo orden) esta-
ban basados en extensiones directas a 2D y 3D del me´todo MUSCL (Monotone Upstream
Schemes for Conservation Laws) [4], y reten´ıan su fundamento claramente unidimen-
sional. La gran dependencia demostrada por estos esquemas respecto a la geometr´ıa de la
malla alento´ la bu´squeda de procedimientos de reconstruccio´n genuinamente multidimen-
sionales, siendo pioneros en esta bu´squeda Barth y Jespersen [5]. Estos nuevos esquemas
habitualmente siguen el me´todo generalizado de Godunov, realizando reconstrucciones
polino´micas en el interior de cada volumen de control, y utilizando posteriormente los
valores de las variables obtenidos tras este proceso de resconstruccio´n como datos ini-
ciales para un me´todo que resuelva el problema de Riemann que aparece en la interfaz
entre cada dos volu´menes de control.
En la pra´ctica, la obtencio´n de me´todos de muy alto orden (mayor que dos) de este tipo
ha estado severamente limitada por la necesidad de disponer de te´cnicas de aproximacio´n
que permitan estimar las derivadas de alto orden de las variables de flujo, a partir de sus
valores promedio en las distintas celdas. La escasa potencia de las te´cnicas empleadas en
la literatura ha provocado que la inmensa mayor´ıa de las formulaciones existentes sean
solamente de segundo orden (reconstrucciones lineales a trozos).
En este trabajo se propone la combinacio´n de aproximaciones por mı´nimos cuadrados
mo´viles (Moving Least-Squares , MLS) y esquemas upwind de volu´menes finitos aplicados
a la resolucio´n de las ecuaciones de flujo compresible (Euler/Navier-Stokes) en mallas no
estructuradas. Disen˜ada originalmente para el tratamiento de datos y la generacio´n de
superficies [6], la te´cnica de mı´nimos cuadrados mo´viles se ha vuelto muy popular entre los
grupos de investigacio´n que trabajan en me´todos sin malla, siendo ampliamente utilizada
en aplicaciones tanto eulerianas como lagrangianas. Esta clase de me´todos de aproxi-
macio´n es particularmente competitiva en la reconstruccio´n de una determinada funcio´n
y sus derivadas sucesivas a partir de los valores de dicha funcio´n en una serie de puntos
dispersos. Se ha pretendido que el empleo de mı´nimos cuadrados mo´viles proporcione
algo parecido a unas “funciones de forma” para esquemas de volu´menes finitos en mallas
no estructuradas, representando una interesante alternativa a los me´todos existentes en
la actualidad.
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El esquema de alta resolucio´n presentado para resolver las ecuaciones de Navier-Stokes
sigue las ideas del me´todo generalizado de Godunov, con diversas posibilidades en cuanto
a la eleccio´n del flujo nume´rico, orden de la reconstruccio´n y estrategia para limitar
la reconstruccio´n. Las reconstrucciones son polino´micas a trozos, obtenidas mediante
desarrollos en serie de Taylor, y las derivadas se calculan mediante mı´nimos cuadrados
mo´viles. Se han planteado reconstrucciones lineal, cuadra´tica y cu´bica. Los flujos difusivos
se calculan empleando MLS como me´todo (centrado) de reconstruccio´n global.
El art´ıculo se ha estructurado del modo siguiente: la seccio´n 2 presenta algunos as-
pectos pra´cticos de la utilizacio´n de MLS en esquemas de volu´menes finitos en mallas no
estructuradas. El modelo matema´tico para el problema de flujo compresible y la formu-
lacio´n nume´rica se examinan en la seccio´n 3 y, finalmente, la seccio´n 4 esta´ dedicada a los
ejemplos de aplicacio´n.
2 VOLU´MENES FINITOS, MLS Y MALLAS NO ESTRUCTURADAS
2.1 Aplicacio´n de la aproximacio´n por mı´nimos cuadrados mo´viles a esque-
mas upwind de volu´menes finitos basados en el me´todo generalizado de
Godunov.
El esquema propuesto requiere disponer de un me´todo de interpolacio´n en varias etapas
a trave´s del proceso de ca´lculo, a saber:
• Reconstruccio´n: para evaluar los flujos nume´ricos no viscosos, en un esquema de
alto orden, se deben extrapolar los valores de las variables de flujo a los contornos
de los volu´menes de control (figura 1). Para ello se emplean desarrollos polino´micos
definidos de manera independiente en cada celda. La construccio´n de estos poli-
nomios requiere la estimacio´n de las derivadas sucesivas de las variables en los cen-
troides de las celdas.
• Flujos difusivos: a diferencia de los flujos no viscosos, se calculara´n directamente
en cada interfaz. Para ello, debemos interpolar velocidades, temperaturas y sus
respectivos gradientes en los puntos de cuadratura en los lados de las celdas.
En este trabajo las tareas de aproximacio´n anteriores se han llevado a cabo empleando
mı´nimos cuadrados mo´viles. Los nodos, en la terminolog´ıa de la formulacio´n MLS, sera´n
en este caso los centroides de las celdas (donde se almacenan los valores promedio de
cada celda). Los puntos donde se evaluara´n las funciones de forma sera´n los puntos de
integracio´n en los lados de las celdas, los ve´rtices de las celdas, los propios centroides, etc.
dependiendo de las caracter´ısticas particulares del esquema empleado.
2.2 Ca´lculo pra´ctico de las funciones de forma de MLS en mallas no estruc-
turadas.
En las aproximaciones MLS utilizadas en este trabajo se ha empleado una base cu´bica
de polinomios, es decir
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Figura 1: Esquema de la extrapolacio´n de las variables para evaluar los flujos no viscosos en la interfaz
entre los volu´menes de control ΩI y {ΩJk , k = 1, 4}.
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siendo z =
x − xI
h
, donde xI son las coordenadas cartesianas del punto de evaluacio´n
y h es la longitud de smoothing . Las derivadas primeras se han aproximado mediante
derivadas MLS completas, mientras que las derivadas de orden superior se aproximan
mediante las correspondientes derivadas difusas.
Figura 2: Plantilla para la aproximacio´n MLS: centroides.
Un punto fundamental respecto a las aproximaciones por mı´nimos cuadrados mo´viles
en el contexto de mallas no estructuradas de volu´menes finitos es la definicio´n de las
nubes de nodos para el ca´lculo de las funciones de forma (de algu´n modo el “stencil”
o plantilla de reconstruccio´n de MLS). Las figuras 2–3 muestran esquema´ticamente las
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Figura 3: Plantilla para la aproximacio´n MLS: puntos en los lados de las celdas.
plantillas empleadas en este trabajo para la evaluacio´n de las funciones de forma de MLS
en los centroides de las celdas y en los puntos de cuadratura en los lados de las celdas,
respectivamente.
Una vez determinado el conjunto de celdas vecinas para el ca´lculo del ajuste por
mı´nimos cuadrados mo´viles, la longitud de smoothing h es proporcional a la ma´xima
distancia entre el punto de evaluacio´n xI y sus nodos vecinos
h = kmax (‖xj − xI‖) (2)
La experiencia muestra que valores de k en torno a 0.6–0.7 son los ma´s adecuados. Aunque
a lo largo de este estudio se ha trabajado con mallas formadas por cuadrila´teros y el
esquema es de tipo cell centered , la metodolog´ıa que se presenta puede aplicarse de forma
general a cualquier tipo de volu´menes de control. En cada caso, debera´ escogerse una
plantilla adecuada al tipo de volumen empleado.
3 ECUACIONES DE NAVIER-STOKES. FORMULACIO´N NUME´RICA
3.1 Flujo compresible bidimensional: modelo matema´tico.
Las ecuaciones de Navier-Stokes para flujo compresible bidimensional, en coordenadas
cartesianas y en ausencia de te´rminos fuente, pueden escribirse en forma conservativa
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como
∂U
∂t
+
∂(F x −F Vx )
∂x
+
∂(F y −F Vy )
∂y
= 0 (3)
siendo
U =

ρ
ρu
ρv
ρE
 , F x =

ρu
ρu2 + p
ρuv
ρuH
 , F y =

ρv
ρuv
ρv2 + p
ρvH
 (4)
las variables conservadas y los flujos no viscosos, respectivamente, y
F Vx =

0
τxx
τxy
uτxx + vτxy − qx
 , F Vy =

0
τxy
τyy
uτxy + vτyy − qy
 (5)
los flujos difusivos. En las expresiones anteriores, ρ hace referencia a la densidad del gas,
p es la presio´n y v = (u, v) es el vector velocidad. La energ´ıa total y la entalp´ıa vienen
dadas por
ρE = ρe+
1
2
ρ v · v, H = E + p
ρ
(6)
donde e es la energ´ıa interna espec´ıfica. Las tensiones viscosas se modelan de la forma
τxx = 2µ
∂u
∂x
− 2
3
µ
(
∂u
∂x
+
∂v
∂y
)
τyy = 2µ
∂v
∂y
− 2
3
µ
(
∂u
∂x
+
∂v
∂y
)
τxy = µ
(
∂u
∂y
+
∂v
∂x
)
(7)
donde µ es la viscosidad dina´mica (“de remolino” si incluye de algu´n modo efectos de
turbulencia). Los flujos te´rmicos se consideran representados mediante la ley de Fourier
qx = −λ∂T
∂x
, qy = −λ∂T
∂y
(8)
donde T es la temperatura, λ = cpµ/Pr es la conductividad te´rmica, cp es el calor espec´ıfico
a temperatura constante (cp = 1003.5 para el aire) y Pr es el nu´mero de Prandtl (Pr = 0.72
para el aire). La ecuacio´n de estado y la temperatura de un gas ideal pueden escribirse
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p = (γ − 1)(ρE − 1
2
ρv · v), T = 1
cv
p
ρ(γ − 1) (9)
donde cv es el calor espec´ıfico a volumen constante (cv = 716.5 para el aire) y γ =
cp
cv
es
el ratio de calores espec´ıficos (γ = 1.4 para el aire). La celeridad de la onda de presio´n
(“velocidad del sonido”) viene dada por
c =
√
γp/ρ (10)
y se supone que la viscosidad µ depende de la temperatura de acuerdo con la ley de
Sutherland
µ = µ∞
T + S0
T∞ + S0
(
T
T∞
)1.5
(11)
donde µ∞ y T∞ representan la viscosidad y la temperatura de la corriente libre, respecti-
vamente, y S0 = 110.4 K es una constante experimental.
3.2 Formulacio´n ba´sica de volu´menes finitos.
La discretizacio´n ba´sica del me´todo de volu´menes finitos se construye a partir de la
forma integral de las ecuaciones de conservacio´n (3) en un volumen de control ΩI∫
ΩI
∂U
∂t
dΩ +
∫
ΩI
(
∂(F x −F Vx )
∂x
+
∂(F y −F Vy )
∂y
)
dΩ = 0 (12)
Aplicando el teorema de la divergencia, la expresio´n anterior resulta∫
ΩI
∂U
∂t
dΩ =
∫
ΓI
(F V −F ) · n dΓ (13)
donde n = (nx, ny) es la normal unitaria exterior al contorno del volumen de control ΓI ,
y las siguientes definiciones
F = (F x,F y) , F V =
(
F Vx ,F
V
y
)
(14)
se han empleado para ofrecer una presentacio´n ma´s compacta. La versio´n discreta de (13)
toma la forma
AI
∂U I
∂t
=
nedgeI∑
iedge=1
ngauI∑
igau=1
[(F V −F ) · n]
igau
Wigau (15)
donde AI es el a´rea de la celda I, nedgeI el nu´mero de lados de la celda, ngauI el nu´mero
de puntos de Gauss en cada lado, Wigau es un peso de integracio´n y U I hace referencia al
valor promedio integral de U en la celda I.
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La representacio´n es en principio constante a trozos y, por tanto, los flujos necesarios
para evaluar la expresio´n (15) no esta´n determinados un´ıvocamente. Para eliminar esta
duplicidad es necesario disponer de un flujo nume´rico. Esta funcio´n proporciona un
valor u´nico del flujo a partir de los estados de las variables a ambos lados de la interfaz.
Tomando directamente como estados a uno y otro lado de la interfaz los valores promedio
en las celdas a cada lado de la interfaz se obtiene un esquema de primer orden, mientras
que los me´todos de orden superior realizan algu´n tipo de reconstruccio´n en el interior de
cada celda para extrapolar los valores de las variables desde el centroide a los lados de
las celdas (figura 1). Estas ideas esta´n en la base del me´todo generalizado de Godunov
[1, 2, 3], cuya implementacio´n presenta tres fases bien diferenciadas:
• Obtencio´n de una reconstruccio´n continua (usualmente polino´mica) de las variables
de flujo en cada celda, utilizando los valores promedio de dichas variables en las
celdas vecinas. La representacio´n espacial resultante sigue siendo discontinua entre
celdas. Dado que los esquemas de orden superior a uno no esta´n libres de oscilaciones
en presencia de discontinuidades o gradientes pronunciados, puede ser necesario
limitar las reconstrucciones.
• Evaluacio´n de los flujos en los lados de las celdas. En el caso de los flujos no viscosos,
los estados a la izquierda y derecha en cada punto de integracio´n (estados + y −,
ver figura 1) se utilizan como dato para la funcio´n de flujo nume´rico. Los flujos
difusivos que calculan directamente en los puntos de integracio´n.
• Avance de la solucio´n en el tiempo, utilizando el esquema de integracio´n temporal
correspondiente.
Las pro´ximas secciones desarrollan el tratamiento particular que se ha dado a los puntos
anteriores en la formulacio´n propuesta.
3.3 Reconstruccio´n. Limitadores.
En esta seccio´n se presentan reconstrucciones lineales, cuadra´ticas y cu´bicas a trozos,
en la que las derivadas sucesivas de las variables se calculan mediante aproximaciones por
mı´nimos cuadrados mo´viles. En conocimiento de los autores, esta es la primera vez que se
utiliza una reconstruccio´n cu´bica de este tipo en un esquema upwind para la resolucio´n de
las ecuaciones de Navier-Stokes en mallas no estructuradas, lo que sirve para demostrar
la potencia del me´todo de aproximacio´n empleado.
La reconstruccio´n lineal componente a componente de las variables de flujo en el interior
de cada celda I se puede escribir de la forma
U(x) = UI +∇UI · (x − xI) (16)
donde UI es el valor promedio integral de la variable U en la celda I (asociado a su cen-
troide), xI son las coordenadas cartesianas del centroide de la celda y ∇UI es el gradiente
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evaluado en el centroide. Se supone que este gradiente es constante para cada celda y,
por tanto, la variable reconstruida sigue siendo discontinua entre celdas.
Ana´logamente, la reconstruccio´n cuadra´tica (para ca´lculo del estado estacionario), se
escribira´ de la forma
U(x) = UI +∇UI · (x − xI) + 1
2
(x − xI)TH I(x − xI) (17)
Finalmente, la reconstruccio´n cu´bica (para obtener el estado estacionario), se escribira´
U(x) = UI +∇UI · (x − xI) + 1
2
(x − xI)TH I(x − xI) + 1
6
∆2xTI T I(x − xI) (18)
donde
∆2xTI =
(
(x− xI)2 (y − yI)2
)
(19)
T I =
(
∂3UI
∂x3
3 ∂
3UI
∂x2∂y
3 ∂
3UI
∂x∂y2
∂3UI
∂y3
)
(20)
En el caso de reconstrucciones sin limitar, las derivadas de las variables a introducir en
las expresiones anteriores se calculan directamente en los centroides empleando mı´nimos
cuadrados mo´viles. En presencia de choques el empleo de reconstrucciones sin limitar
dara´ lugar a soluciones oscilatorias. A continuacio´n se muestra un limitador para las
reconstrucciones anteriores.
3.3.1 Limitadores: derivadas promediadas.
La estrategia que se presenta en esta seccio´n permite limitar gradientes, hessianos y
otras derivadas de orden superior. Este tipo de limitadores tienen un cara´cter multidi-
mensional en cuanto a su construccio´n, aspecto fundamental en el disen˜o de me´todos de
reconstruccio´n para mallas no estructuradas.
El gradiente limitado correspondiente a una determinada celda I, ∇UI se obtendra´
como media ponderada a partir de una serie de gradientes representativos , de la forma
∇UI =
N∑
k=1
ωk∇Uk (21)
donde {∇Uk, k = 1, . . . , N} es un conjunto de gradientes sin limitar, a partir de los
cuales se construye el gradiente limitado. Los pesos {ωk, k = 1, . . . , N} se han construi-
do en este trabajo como extensio´n del limitador de Van Albada, de la forma
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ωk (g1, g2, · · · , gN) =
N∏
i 6=k
gi + ²
N−1
N∑
j=1
(
N∏
i6=j
gi
)
+N²N−1
k = 1, . . . , N (22)
donde {gi, i = 1, . . . , N} son funciones de los gradientes sin limitar (aqu´ı gi = ‖∇Ui‖2)
y ² se incluye para evitar la divisio´n por cero. Las matrices hessianas tambie´n se limitan
siguiendo el esquema anterior, pero en este caso las funciones gi vienen dadas por
gi =
(
∂2Ui
∂x2
)2
+ 2
(
∂2Ui
∂x∂y
)2
+
(
∂2Ui
∂y2
)2
i = 1, . . . , N (23)
Otras derivadas de orden superior podr´ıan limitarse empleando el mismo procedimiento,
y tomando funciones gi adecuadas.
En este estudio se han empleado mallas formadas por cuadrila´teros. El empleo de
mı´nimos cuadrados mo´viles para evaluar las derivadas sucesivas de las variables de flujo
permite ensayar mu´ltiples posibilidades en cuanto a la eleccio´n de los gradientes sin limitar
a partir de los cuales se construyen los gradientes limitados, de acuerdo con (21)–(22).
Para las mallas de cuadrila´teros empleadas se propone un limitador de tipo (21)–(22)
con N = 5; es decir, las derivadas limitadas se obtienen como media ponderada de cinco
gradientes sin limitar. La figura 4 muestra cuatro posibles configuraciones para determinar
estos gradientes representativos .
En los ejemplos presentados en este art´ıculo se ha empleado la disposicio´n de gradientes
que se muestra en la figura 4-A, en la cual los cinco gradientes utilizados para calcular el
gradiente limitado en la celda I son los gradientes sin limitar calculados en el centroide
de la propia celda I y en los centroides de las celdas adyacentes (comparten un lado con
I). En lo sucesivo se hara´ referencia a este limitador mediante las siglas PC5 (Promedio,
Centroides, N = 5).
3.4 Flujos nume´ricos no viscosos.
En te´rminos generales, podemos hablar de dos grandes familias de me´todos upwind ,
en funcio´n del tipo de funcio´n de flujo nume´rico no viscoso: los me´todos de tipo “descom-
posicio´n del vector de flujo” (Flux Vector Splitting), y los de tipo “descomposicio´n de la
diferencia de flujo” (Flux Difference Splitting).
Los esquemas del tipo Flux Vector Splitting han tenido bastante e´xito en problemas
de flujo no viscoso (Euler), demostrando gran capacidad para capturar de forma precisa
discontinuidades asociadas a ondas no lineales, incluyendo choques. El comportamiento
de este tipo de me´todos es menos satisfactorio en presencia de discontinuidades asociadas
a ondas lineales, lo que conduce a una difusio´n excesiva de discontinuidades con o sin
deslizamiento. Es poco frecuente su empleo, por tanto, en problemas de flujo viscoso
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Figura 4: Esquema de los “vecinos” para limitar la reconstruccio´n en la celda I.
(Navier-Stokes). Se trata en general de esquemas sencillos de implementar, lo que los
convierte en opciones muy atractivas para problemas de flujo no viscoso. Algunos ejemplos
de flujos de este tipo son los desarrollados por Steger y Warming, Van Leer y Ha¨nel [7].
Los esquemas Flux Difference Splitting esta´n basados en la resolucio´n aproximada de la
versio´n linealizada del problema de Riemann, y son capaces de capturar adecuadamente
discontinuidades asociadas tanto a ondas lineales como no lineales, a cambio de una mayor
complejidad en cuanto a su implementacio´n y un mayor coste computacional. Los dos
me´todos principales de esta familia son los desarrollados por Roe y Osher [7]. El desarrollo
de esquemas upwind h´ıbridos, que posean la sencillez de los me´todos tipo Flux Vector
Splitting y la precisio´n de los Flux Difference Splitting es un a´rea de gran actividad en la
actualidad.
En los ejemplos que se presentan en este art´ıculo se ha empleado el flujo de Roe
[8]. A continuacio´n se presentan brevemente los aspectos ma´s relevantes en cuanto a la
implementacio´n de este esquema.
3.4.1 Flujo de Roe (Flux Difference Splitting).
Una vez definidos los valores (estados) de las variables a la izquierda (U+) y a la derecha
(U−) de cada interfaz, el flujo nume´rico vendra´ dado por
11
L. Cueto-Felgueroso, I. Colominas, F. Navarrina y M. Casteleiro
(F x,F y) ·n = 1
2
[(
F x
(
U+
)
,F y
(
U+
))
+
(
F x
(
U−
)
,F y
(
U−
))] ·n − 1
2
3∑
k=1
α˜k|λ˜k |˜rk (24)
donde {λ˜k, k = 1, 4} y {r˜k, k = 1, 4} son, respectivamente, los autovalores y autovectores
del jacobiano aproximado J˜ (U+,U−)
λ˜1 = v˜ · n − c˜, λ˜2 = λ˜3 = v˜ · n, λ˜4 = v˜ · n + c˜ (25)
(r˜1 r˜2 r˜3 r˜4) =

1 0 1 0
u˜− c˜nx −c˜ny u˜ u˜+ c˜nx
v˜ − c˜ny c˜nx v˜ v˜ + c˜ny
H˜ − c˜ v˜ · n c˜(v˜nx − u˜ny) 12(u˜2 + v˜2) H˜ + c˜ v˜ · n
 (26)
y las correspondientes intensidades de onda {α˜k, k = 1, 4} [9]
α˜1 =
1
2c˜2
[∆ (p)− ρ˜c˜ (∆ (u)nx +∆(v)ny)]
α˜2 =
ρ˜
c˜
[∆ (v)nx −∆(u)ny]
α˜3 = − 1
c˜2
[
∆(p)− c˜2∆(ρ)]
α˜4 =
1
2c˜2
[∆ (p) + ρ˜c˜ (∆ (u)nx +∆(v)ny)] (27)
donde ∆ (·) = (·)− − (·)+, n = (nx, ny) es la normal unitaria exterior a la interfaz, y los
valores promedio de Roe, v˜ = (u˜, v˜) y H˜ (calculados en funcio´n de U+ y U−) se definen
como
u˜ =
u+
√
ρ+ + u−
√
ρ−√
ρ+ +
√
ρ−
v˜ =
v+
√
ρ+ + v−
√
ρ−√
ρ+ +
√
ρ−
H˜ =
H+
√
ρ+ +H−
√
ρ−√
ρ+ +
√
ρ−
(28)
Los valores promedio de ρ˜ y c˜ se calculan de la forma
ρ˜ =
√
ρ+ρ− c˜2 = (γ − 1)
[
H˜ − 1
2
(
u˜2 + v˜2
)]
(29)
Si tomamos U+ y U− como los valores promedio de la variable en las celdas a uno y
otro lado de la discontinuidad, el esquema resultante sera´ de primer orden. Los llamados
me´todos de orden superior corresponde a emplear como estados a la izquierda y derecha
los que se obtienen a trave´s del esquema de reconstruccio´n en las celdas que comparten
la interfaz (figura 1).
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3.5 Flujos difusivos.
Dado que en este caso lo ma´s conveniente es utilizar me´todos de discretizacio´n cen-
trados, emplearemos directamente la aproximacio´n por mı´nimos cuadrados mo´viles como
me´todo de reconstruccio´n para calcular los flujos difusivos en los puntos de integracio´n
de los lados de las celdas. Recordemos que la evaluacio´n de las tensiones viscosas y los
flujos te´rmicos requiere interpolar en cada punto de Gauss xiq tanto el vector velocidad
v = (u, v) y la temperatura T como sus respectivos gradientes, ∇v y ∇T . Utilizando
aproximacio´n MLS, las magnitudes anteriores se calculan directamente como
v iq =
niq∑
j=1
vjNj(xiq), Tiq =
niq∑
j=1
TjNj(xiq) (30)
y
∇v iq =
niq∑
j=1
vj ⊗∇Nj(xiq), ∇Tiq =
niq∑
j=1
Tj∇Nj(xiq) (31)
donde niq es el nu´mero de nodos (centroides) vecinos. Una vez que la informacio´n anterior
ha sido interpolada en los puntos de Gauss, los flujos difusivos pueden calcularse, de
acuerdo con (5), para posteriormente introducirlos en (15).
3.6 Integracio´n nume´rica de los flujos.
El empleo de un punto de Gauss en cada lado es suficiente en ca´lculos que empleen
la reconstruccio´n lineal. Sin embargo, resulta conveniente utilizar cuadraturas de orden
superior en combinacio´n con las reconstrucciones de orden mayor que dos: dos puntos de
Gauss para la reconstruccio´n cuadra´tica y tres para la cu´bica.
3.7 Integracio´n en el tiempo.
Se ha utilizado el me´todo TVD-Runge-Kutta de tercer orden propuesto por Shu y
Osher [10]. Conocidas las variables de flujos en el paso previo n, Un, el algoritmo procede
en tres etapas para obtener las variables actualizadas Un+1
U1 = Un +∆tL(Un)
U2 =
3
4
Un +
1
4
U1 +
1
4
∆tL(U1)
Un+1 =
1
3
Un +
2
3
U2 +
2
3
∆tL(U2) (32)
En las ecuaciones anteriores el operador L(·) representa la derivada temporal dada por
(15)
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L(U ) =
1
A
nedge∑
iedge=1
ngau∑
igau=1
[(F V −F ) · n]
igau
Wigau (33)
4 RESULTADOS NUME´RICOS
En esta seccin se presentan diversos ejemplos de flujo compresible tanto viscoso como
no viscoso. Un ana´lisis ma´s detallado de estos ejemplos, as´ı como otros casos adicionales,
puede encontrarse en [11].
4.1 Flujo no viscoso alrededor de un perfil NACA 0012.
4.1.1 Un ejemplo subso´nico.
Una de las aportaciones ma´s interesantes de la utilizacio´n de aproximaciones por
mı´nimos cuadrados mo´viles al desarrollo de esquemas upwind de volu´menes finitos en
mallas no estructuradas es la posibilidad de disponer de un esquema general que permite
el ca´lculo de derivadas de muy alto orden de las variables a partir de sus valores promedio
en cada celda. Este hecho ha permitido obtener esquemas robustos de orden superior
(mayor que dos) sin introducir grados de libertad adicionales. En esta seccio´n se compara
el comportamiento de las reconstrucciones lineal, cuadra´tica y cu´bica. La presencia de
limitadores podr´ıa falsear los resultados, de forma que trabajaremos inicialmente con un
problema totalmente subso´nico y, por tanto, con reconstrucciones sin limitar.
El ejemplo resuelto corresponde a una situacio´n de flujo subso´nico alrededor de un perfil
NACA 0012. El flujo en la corriente libre viene dado por M = 0.63, α = 2◦. Empezare-
mos empleando una malla bastante gruesa. La resolucio´n de los extremos del perfil es
francamente pobre, de modo que la disipacio´n inherente de las distintas reconstrucciones
se hara´ patente mediante el ana´lisis de las isol´ıneas de nu´mero de Mach.
La solucio´n correcta a este problema se caracteriza por curvas de nivel de nu´mero de
Mach aproxima´ndose de forma suave a la superficie del perfil. Un me´todo disipativo no
sera´ capaz de resolver de forma adecuada la zona de ma´xima succio´n, dando lugar a una
excesiva generacio´n de entrop´ıa cerca de la superficie del perfil. Esta “capa de entrop´ıa” se
apreciara´ claramente al inspeccionar las isol´ıneas de nu´mero de Mach, que “se torcera´n”
a medida que se aproximen a la superficie del perfil. Esta capa pseudoviscosa originada
por la disipacio´n artificial introducida por el esquema nume´rico se traduce en un arrastre
espu´reo y, por tanto, en una sobreestimacio´n del coeficiente de arrastre del perfil.
La figura 5 muestra las isol´ıneas de nu´mero de Mach obtenidas empleando el me´todo
de Roe y las reconstrucciones lineal (A), cuadra´tica (B) y cu´bica con 2 y 3 puntos de
Gauss en cada lado (C y D, respectivamente). En el caso de la reconstruccio´n lineal se
aprecia claramente el comportamiento ano´malo de las curvas de nivel cerca de la super-
ficie del perfil, tanto en la parte superior como en la inferior, as´ı como en la zona del
extremo de salida. Esta anomal´ıa, aunque presente, se reduce significamente al pasar de
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la reconstruccio´n lineal a la cuadra´tica. Finalmente, la reconstruccio´n cu´bica elimina casi
totalmente las anomal´ıas en cuanto a curvas de nivel de nu´mero de Mach. La figura 6
muestra en detalle el comportamiento de estas isol´ıneas cerca de la superficie del perfil.
Las diferencias en el comportamiento de las reconstrucciones de segundo y cuarto orden
son espectaculares. Debemos destacar que la construccio´n de estos esquemas de alto orden
no requiere la introduccio´n de grados de libertad adicionales .
Figura 5: Flujo no viscoso alrededor de un perfil NACA 0012 (M = 0.63, α = 2.◦): curvas de nivel
de nu´mero de Mach obtenidas empleando el flujo de Roe y reconstrucciones lineal (A), cuadra´tica (B) y
cu´bica (con 2 y 3 puntos de Gauss en cada lado, C y D), respectivamente.
Es interesante analizar la generacio´n de entrop´ıa cerca de la superficie. Este flujo de-
ber´ıa ser totalmente isentro´pico, estando por tanto la produccio´n de entrop´ıa ı´ntimamente
ligada a la cantidad de disipacio´n artificial introducida por el esquema nume´rico. La
ma´xima produccio´n de entrop´ıa pasa de ∆Smax = 0.03336 en el caso de la reconstruccio´n
lineal a ∆Smax = 0.00772 para la reconstruccio´n cu´bica.
4.1.2 Dos ejemplos transo´nicos.
Se han resuelto dos casos de flujo transo´nico,M = 0.8 α = 1.25◦ yM = 0.85 α = 1◦,
empleando una malla formada por 12243 cuadrila´teros. El contorno exterior es una cir-
cunferencia de 30 cuerdas de radio. La figura 7 muestra los resultados correspondientes
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Figura 6: Flujo no viscoso alrededor de un perfil NACA 0012 (M = 0.63, α = 2.◦, malla gruesa): detalle
de las curvas de nivel de nu´mero de Mach obtenidas empleando el flujo de Roe y reconstrucciones lineal
(A), cuadra´tica (B) y cu´bica (con 2 y 3 puntos de Gauss en cada lado, C y D), respectivamente.
al me´todo de Roe con reconstruccio´n cuadra´tica y el limitador PC5. La posicio´n de los
choques es correcta y su resolucio´n bastante precisa (una celda interior). El choque de´bil
en la superficie inferior en el caso M = 0.8, α = 1.25◦ se ha resuelto de forma muy
precisa, sin afectar a la singularidad post-choque de Zierep. En ambos casos la l´ınea de
deslizamiento es clara.
4.2 Flujo viscoso alrededor de un perfil NACA 0012.
4.3 Flujo viscoso superso´nico.
La figura 8 muestran los resultados correspondientes a un caso de flujo viscoso su-
perso´nico, M = 2, α = 0◦, Re = 2000. Los ca´lculos se han realizado empleando el
me´todo de Roe y reconstruccio´n cuadra´tica con el limitador PC5.
4.4 Flujo viscoso no estacionario
El u´ltimo ejemplo que se presenta es un caso de flujo viscoso no estacionario, M = 0.3,
α = 30◦, Re = 3000. Con este a´ngulo de ataque, el flujo laminar considerado se vuelve
inestable, de forma que no es posible alcanzar un re´gimen estacionario. En su lugar, el
flujo resultante se caracteriza por un proceso perio´dico de emisio´n de vo´rtices.
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La figura 9 muestra las l´ıneas de corriente y nu´meros de Mach, para cuatro instantes
de tiempo, definidos por diferentes valores del tiempo adimensional t∗ = V∞t/c, donde
V∞ es el mo´dulo de la velocidad en la corriente libre y c la cuerda del perfil.
5 CONCLUSIONES
En este art´ıculo se ha analizado el empleo de mı´nimos cuadrados mo´viles (MLS) para
el desarrollo de me´todos upwind de muy alto orden en mallas no estructuradas para
problemas de flujo compresible (Euler y Navier-Stokes).
• El desarrollo de esquemas upwind a trave´s de las ideas del me´todo generalizado
de Godunov , con reconstrucciones polino´micas de las variables en cada celda cons-
tituye una opcio´n sistema´tica y muy eficiente para construir esquemas de gran pre-
cisio´n para las ecuaciones de Navier-Stokes en mallas no estructuradas. As´ı, permite
obtener esquemas de muy alto orden sin aumentar el nu´mero de grados de libertad
del problema. En la pra´ctica, sin embargo, la utilizacio´n de me´todos de este tipo
ha estado severamente limitada por la necesidad de disponer de te´cnicas de aprox-
imacio´n que permitan estimar las derivadas de alto orden de las variables de flujo,
a partir de los valores promedio en las distintas celdas. La escasa potencia de las
te´cnicas empleadas en la literatura ha provocado que la inmensa mayor´ıa de las
formulaciones existentes sean solamente de segundo orden (reconstrucciones lineales
a trozos).
• La utilizacio´n de mı´nimos cuadrados mo´viles que se propone ha permitido disponer
de un marco de aproximacio´n espacial general (algo parecido a unas “funciones
de forma”), adema´s de suponer un acercamiento sistema´tico y eficiente tanto al
desarrollo de reconstrucciones de muy alto orden como a la evaluacio´n de los flujos
viscosos en esquemas upwind de volu´menes finitos en mallas no estructuradas.
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Figura 7: Flujo no viscoso alrededor de un perfil NACA 0012 (M = 0.8, α = 1.25◦ a la izquierda y
M = 0.85, α = 1◦ a la derecha): resultados empleando el me´todo de Roe, reconstruccio´n cuadra´tica y
el limitador PC5. Isol´ıneas de nu´mero de Mach (arriba), isol´ıneas de presio´n (centro) y coeficientes de
presio´n Cp en la superficie del perfil (abajo).
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Figura 8: Flujo viscoso alrededor de un perfil NACA 0012 (M = 2, α = 0◦, Re = 2000): isol´ıneas de
nu´mero de Mach (A), detalle de las isol´ıneas de nu´mero de Mach (B), coeficientes de presio´n Cp (C) y
friccio´n superficial Cf (D). Resultados obtenidos empleando el me´todo de Roe, reconstruccio´n cuadra´tica
y limitador PC5 .
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Figura 9: Flujo viscoso no estacionario alrededor de un perfil NACA 0012 (M = 0.3, α = 30◦, Re = 3000):
l´ıneas de corriente y distribucio´n de nu´meros de Mach para tiempos adimensionales t∗ = 79.8 (A),
t∗ = 86.7 (C), t∗ = 89.7 (B) y t∗ = 94.1 (D).
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